- SUITES DE FONCTIONS

Dans ce chapitre, toutes les fonctions sont a valeurs dans K =R ou C.

I. CONVERGENCES

Définition 1 (Convergences)

Soit (f;) nen une suite de fonctions définies sur A < R a valeurs dans K et f une fonction de A vers K. On dit que
— (fn)nen converge simplement vers f sur Alorsque, pour tout x € A, nlir}rl fn(x) = f(x), ou encore
—+00

VxeAVe>0,dngeN,YneN,n=ny=|fr(x) - f(x)| <e.

La fonction f est appelée limite simple de la suite de fonctions (f3) nen.
— (fn) nen converge uniformément vers f sur Alorsque, nliT | fn=flloo,.4 =0, ouencore
oo ,

Ve>0,3dngeN,Vn=ng, Vxe A lfn(x) - f(x)|<e.

La fonction f est appelée limite uniforme de la suite de fonctions (f3;) seN-
— (fn)nen converge uniformément vers f sur les compacts de A lorsque pour tout compact K c A, (f) converge uniformément vers f sur K.

Remarques :
— la convergence uniforme sur A entraine la convergence simple,
— notamment la seule fonction vers laquelle la convergence peut étre uniforme est la fonction limite simple
— on ales propriétés de linéarité habituelles (sur les limites simples et uniformes)
— la convergence uniforme sur les compacts de A n’entraine pas la convergence uniforme sur A

Exercice 1 (CCP9)

1. Soit X un ensemble, (gn)neN une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C. Donner la définition de la convergence
uniforme sur X de la suite de fonctions (g;) vers la fonction g.

n+28—nx2
+1 :

2. On pose fy(x) = T

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn) -
(b) La suite de fonctions (f3;) nen converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[?
(c) Soit a> 0. La suite de fonctions (f;) . converge-t-elle uniformément sur [a; +ool?

(d) La suite de fonctions (f3;) nen converge-t-elle uniformément sur 0, +oo[?

Exercice 2 (CCP 13)

1. Soit (gy) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque. On suppose que, pout tout n € N, g, est bornée
et que la suite (g5) converge uniformément sur X vers g. Démontrer que la fonction g est bornée.

2. On considere la suite (f;) ,en+ de fonctions définies sur R par :

2

fn(x):{ 1
X

x si |x|<
si|x|>

RIS

Prouver que (f) en* converge simplement sur R. La convergence est-elle uniforme sur R?

I1. PROPRIETES

Propriété 1 (Continuité, limites)

Soit (fn) ey une suite de fonctions de A vers K.
— continuité : si (f;;) converge uniformément vers f sur A et, pour tout n € N, f;; est continue sur A (resp. en a € A) alors f est continue sur
A (resp.enac€ A).
— permutation des limites : si a € A, (f;;) converge uniformément vers f sur A et, pour tout n € N, f,; admet une limite finie £, € K en a alors
la suite (¢;;) converge vers ¢ et %Lma fx)=2¢.
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Propriété 2 (Intégration/dérivation)

Si I est un intervalle de R et (f3;) ,en une suite de fonctions de I vers K.

alors f estde classe € sur I et f/ = g.

b
ffmm
a

— dérivation : si, pour tout 1 € N, f;, est de classe €' sur I, (fu) nen converge simplement vers f sur I et ( f}) nen uniformément vers g sur I

b
— intégration : si (f3;),en est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers f sur [a, b] c R alors hT f fm@dt =
n—+oo J4

Exercice 3

Soit fi(x) = 2”—x2 pour x € R.
1+ n2"x

1. Etudier la convergence simple sur R de (f7,).

1 1
2. Calculer f fnet liT f fn.La convergence est-elle uniforme?
0 —+00Jo

n

3. Montrer que la convergence est uniforme sur tout [a, +ool, lorsque a > 0.

III. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

Théoréme 1 (convergence dominée)

— régularité : la fonction f est continue par morceaux sur /,

alors
— les fonctions f, la fonction f sont intégrables sur I,

N onanlirllwf[fn(t)dt:f]f(t)dt.

Soit (fn) nen une suite de fonctions continue par morceaux sur un intervalle I de R. Si
— convergence : la suite (f,) N converge simplement sur I vers une fonction f,

— domination : il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que, pour tout n €N, | f| < ¢,

Exercice 4

Déterminer la limite, lorsque n tend vers +oo de

/4 +00 1
a) f tan” xdx b) f ——dx
0 o x"+e

IV. EXERCICES

CONVERGENCES DES SUITES DE FONCTIONS

+00 e—x/n
d) f dx
0 1+x

+00 1
c) f ————dx
0 Vx2n 4 xn 41

Exercice 5

Etudier la convergence des suites de fonctions suivantes sur R (convergence simple, uniforme, uniforme sur les compacts) :

a) fn(x) = sm(%) d) fn(x) — n_x3 5

1 1+ nx
_ 1l x _ X
b) fn(x)= 7 sin(37) e) fnlx)= —n(1+xn)
O I D I0= e

g fn(x) =inf(n, x*/n)
h) fulx)= nx2e=x

) fa)=e"

Exercice 6

Soit, pour neNet x e R, fj,(x) = sin[nT“x).

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions sur R.
2. Montrer que la convergence est uniforme sur les segments [— A, A].

3. Montrer qu’'on n'a pas convergence uniforme sur R.
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Exercice 7 (Mines-Ponts MP)

Soit n € N*. On définit la fonction gy, sur [0, 1] par g, (1) = e’ (1—t/n)".

t
1. Montrer que pour tout 7 € [0, 1], |g}, ()| < % puis que, pour tout £ € [0,1],

2. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (Ir,) ;en+ Ol

e l-(1-t/m"|< L.

1 t
In() =f ~a-Lynar,
0 n

Etudier ensuite la convergence uniforme.

Exercice 8 (Mines MP 2012) PAe

1. Soit (Ky) une suite décroissante de fermés de [a, b] d’intersection vide. Montrer qu'’il existe ng tel que Ky, = @.

2. Soit (f) une suite croissante de fonctions continues sur [a, b], convergeant simplement vers une fonction f continue sur [a, b]. Montrer que
la convergence est uniforme (indication : poser g, = f — f;; et utiliser, pour € > 0 les ensembles Ky = {x € [a, b], g (x) = €}).

Exercice 9

Soit (f;) une suite de fonctions K-lipschitzienne sur un segment [a, b] de R (a valeurs réelles), qui converge simplement vers une fonction f.
1. Montrer que f est également K-lipschitzienne.

2. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 10

Soit Py, une suite de polyndmes tous de degré inférieur ou égal a N convergeant simplement sur [a, b] vers une fonction f. En utilisant 'interpolation
de Lagrange en N + 1 points distincts de [a, b], montrer que f est un polyndéme de degré au plus N et prouver que la convergence est uniforme.

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE

Exercice 11 (Mines MP 2010)

dt
1+ t”“ :
1. Déterminer la nature de la suite (ay).

+00
Soit, pour n € N*, a, :f
1

2. Déterminer un équivalent de ay,.

Exercice 12

1. Montrer que pour toutn€N,onal<(1+ 1/n)"<e.

2. En déduire que, si f est continue et intégrable sur [1,e[,on a

1+1/m)" / e
lim 7 f(x) dxzf fx)dx.
1

n—+oo J1

Exercice 13

+00
Soit f:RT — R continue et bornée. On pose I, = fx)e ™ dx.
0

1. Déterminer lim Iy, puisL= lim nlj.
n—-+0o n—+oo

2. Onsuppose f de classe €1, de dérivée bornée et telle que f'(0) # 0. Déterminer un équivalent simple de I, — L.

Exercice 14

1
Soit I, = f In(1 - ") dt. Déterminer la limite ¢ de I, puis un équivalent de I, — .
0

Exercice 15

Soit fi,(x) = (1+ X)".
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2
1. Montrer que pour tout x=>0ona x— xT <In(1+x) <x.

2. Montrer que f;, converge uniformément sur tout segment de R*
3. Est-ce vrai sur R, sur tout segment de R?
4

. Montrer que

Exercice 16

1. Montrer que, pour tout 7 € N*, on a

2

\/ﬁ t n +00 2
2. Montrer que lim f 1-— dtzf e dr.
n—+oo Jo n 0

/2
3. onrappelle la formule de Wallis : f sin? (1) dt , ~ [ % En déduire la valeur de
0

—+00
+00 _p
f e ' dr.
0
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