SOLUTIONS

CHAPITRE 14 - SUITES DE FONCTIONS

Exercice 14.3

L o 2"x _ 1
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1. Pour x =0, ona f;(0) =0 pour tout n € N donc f3(0) converge vers 0. Pour x # 0, f5(x) d’ol1 convergence simple vers 0. La
suite de fonction converge simplement vers 0 sur R.

2. On a une primitive presque immédiate de f3 :
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—In(1+n2"x%)| = —In(1+n2™.
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Puisque n2" est de limite infinie, on a f fnde ~ ¥ ~ . Ainsi liril [ fn(®)dt = nT La convergence n’est donc pas
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uniforme sur [0, 1] sinon, par permutation limite-intégrale, on aurait nhr}} f fu@®dt=0.
—+oo )y

3. On peut bien évidemment étudier la fonction pour obtenir ses variations et obtenir || fn || Plus simplement, pour x = a, on majore

oo,[a,+oo[*
n
0< fn(x) < ﬁ = Lx < %. Cela donne une majoration uniforme de |f;| sur [a, +oo[ par un terme qui tend vers 0. La convergence est
uniforme sur [a, +ool.
Exercice 14.6
1. PourxeR,ona lim f,(x)=sinx.
n—+oo
PR . . . . p—q. p+
2. On étudie la différence (avec sin p —sing = 2sin P > 9 sin qu) :
. (n+1 . X . (2n+1 .X x| A
sin x| —sinx|=2|sin — sin X <2‘sm—)<—<—
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On peut aussi utiliser 'inégalité des accroissements finis (sina—sinb| < 1.Ja—bl). On adonc || fn = fl oo ;- 4.4 < % de limite nulle. La conver-
gence est bien uniforme sur les segments [— A, A] (et donc sur tous les compacts de R qui sont tous contenus dans un tel segment).

3. On cherche xy, tel que || f = f1| o = | fn(xn) = f(xn) soit minoré/tend vers autre chose que 0. On a, avec x, = n%,
) A
[fn(xn) = f(xn)| =|sin((n + 1)5) —sin ngl =1

Exercice 14.7

1. Ona
t t t t t t
ghn=e[a-Syn-Za-Lyn et Lynlg- L o= Zerq - SynL,
n n n n n n n

t
Puisque € [0,1], on a facilement |g}, ()| < %. On utilise I'inégalité des accroissements finis sur [0, 7]. La dérivée g/, est majorée en valeur

t

t t
absolue sur [0, ] par %, sibien qu'on a |gn(0) - gn (t)| < t%. En multipliant par e~ *, on obtient le"t—(1- %)”I < %

2. On commence par 'existence de I, (x) : la fonction ¢ — (1 — %)". Cette fonction est continue sur ]0, 1] et est équivalente en 0 a t*, intégrable
sur ]0,1] si et seulement si x > —1. les fonctions I sont définies sur | — 1, +oo[. On s’intéresse directement a la différence avec la fonction

1
limite attendue : on note I(x) = f *e~ ! dt. Pour les mémes raisons, cette fonction est définie sur | — 1, +ool. Plutot que de justifier la conver-

0
gence simple de la suite de fonctions vers I en utilisant le théoréme de convergence dominée, on évalue directement la différence (la question
précédente permet de I'évaluer facilement) :
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D’une part, a x fixé, on a bien une différence de limite nulle, d’ou1 la convergence simple de (I;;) vers I sur | — 1,+ool, d’autre part, pour tout
x>—1,onaégalement x+2>1doul|l;(x)-I(x)| < % On a donc convergence uniforme de (1) vers I sur ] — 1, +ool.

Exercice 14.8

1. Chaque Kj, est fermé et borné donc compact. Supposons que K, est non vide pour tout n € N. Il existe alors xj, € K < [a, b]. De cette suite, on
peut extraire une suite convergente X () de limite ¢ € [a, b]. On montre que ¢ est dans tous les compacts donc dans leur intersection. En effet
soit ng €N. Pour n = ng, ona p(n) = n = np et xy(n) € Kyn) < Kny. Puisque Ky, est fermé, la limite de xy(p) est dans Ky, et ce pour tout 19 € N.
Finalement ¢ est dans l'intersection des compacts qui est donc non vide.

2. Soit g, = f — fn, fonction continue sur [a, b]. Pour tout x € [a, b], la suite (g5 (x)) est décroissante vers 0. Soit € > 0. Pour tout N € N, on consideére
Ky ={x€la,bl,gn(x) =¢€}. Lensemble Ky est compact: Ky = gl_\,1 ([e, +o0[) qui est fermé et Ky est borné. La suite Ky est décroissante car gn
est décroissante : on a gn+1(x) < gy (x) et si gn4+1(x) = € alors g (x) = €. Enfin I'intersection des Ky est vide. En effet puisque (gy) converge
simplement vers 0 alors, pour tout x € [a, b], il existe ng tel que, pour tout n = ng, 0 < g, (x) < € donc x n’est pas dans tous les K. On se retrouve
dans la situation de la question 1 et il existe Ny tel que K, est vide, c’est-a-dire que pour tout x € [a, b], 0 < g, (x) < € et par décroissante cela
reste vrai pour tout N = Ny. Pour € > 0, on a trouvé Ny € N tel que, pour tout N = Ny et tout x € [a, ], |gn(x)| < €. La convergence de (gy,) vers
0 est uniforme sur [a, b].
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Exercice 14.9

1. Soit x,y € [a,b]. On a | fn(x) — fn(y)| < K|x — y| pour tout n € N. En passant a la limite (simple), on obtient | f(x) — f(y)| < K|x - y| et f est bien
K-lipschitzienne.

2. On va controler la convergence en un nombre fini de points et utiliser le caractere lipschitzien pour les autres. On se donne ¢ > 0 On fixe

N e N tel que Kb&“ < % On note x; = a+ibN . Pour chaque i € [0; N, il ex1ste n; € N tel que, pour n = n;, | fn(x;) — f(x;)] < . On note
N’ =max(n;). Pour tous les points x; de |a, b, si n = N',ona | frn(x;) — fxp)l < .Soit x € [a, b]. Nl existe i € [0; n— 1] tel que x € [x,,le] Ona
alors

[frn(x) = fOOI<|frn(0) = fueDI+ 1 fn(xp) = FODI+ 1 f(x;) = fF)| < 2K (x - x;) + g

Puisque [x — x;| < [xj41 — x;] = b;N“, ona K(x—x;) < Kb]:,“ < % On obtient finalement |f,(x) — f(x)| < ¢, et ce, pour tout x € [a,b]. La
convergence est donc uniforme.

Exercice 14.10

On fixe N + 1 points xg, X1, ..., Xy distincts de [a, b] et on considere les polynﬁmes d’interpolation de Lagrange en ces points qu'on note Lo, L1,...,Ly.
N

Pour tout n € N, on a P, = Y Pp(x;)L;. Soit x € [a,b]. On a Py(x) = Z Pn(x;)L;(x), et hm P,(x) = Z f(x;)L;(x). Ainsi la suite P;, converge

i=0 i=0 i=0
N
simplement vers la fonction g : x — Z f(x;)L;(x). Par unicité de la limite f = g, ce qui donne f polynomiale de degré au plus N. De plus
i=0

N
|f () = Pp(0)1 < ) 1f(x;) = P(xp) L (x).
i=0

En notant £; = ||Ljllo,[g,p), ON & | f(X) = Pp(x)| < Z £;lf(x;) — P(x;)], indépendant de x, si bien que || f — Pnlloo,[a,b) < Z C;1f(x;) — P(x;)], de limite
i=0
nulle lorsque 7 tend vers +oo. La convergence est donc uniforme sur [a, b].

Exercice 14.11

1

1. Onnote fr(#) = T On montre que f est intégrable sur [1, +oo[ dés que n = 1. La suite de fonctions (f;;) converge simplement vers une
+

fonction f nulle sur |1, +oo[ et valant % en 1. La fonction f est bien continue par morceaux sur [1,+ool. De plus, pour tout e N* et t=1,0n a

NIGIES

= f1(1) et f estintégrable sur [1,+oo[. Le théoréme de convergence dominée s’applique et a;, tend vers 0.

tn+l

1
2. On effectue le changement de variable « u = »ou « t = un+1 », Cela donne

1 +00 1 L—l 1 +00 un+
an = f un+i du = f
n+1 1+u n+1 A+wu

1

Avec le théoréeme de converge dominée, on montre que

+00 u” T+l +o0o 1
m, | [T
n—>+oo (1 + u)u 1 1+wu

1

1 1 Tl
la domination utilisée est par exemple 0 < un+1 < u2, d’oi1 0 < % M < 1 177 - Puisque la limite est non nulle - on peut méme la
A+wu = Q+uu
< 14 . *eo du In2
calculer en décomposant en éléments simples : ———=In2,onaa, ~ £
1 u(l+u) n—-+0o0

Exercice 14.12

1. On utilise la relation 0 < In(1 + x) < x si x > 0. Cela donne 0 < In(1 + %) < l, puis 0 < nln(1 + %) < 1, et enfin le résultat par composition avec
I'exponentielle.

2. On prolonge l'intégrale sur I'intervalle [1, e[ : On considére la fonction f;, définie par

AV f) si o xell,d+1/m)"
fn(x)—{ 0 si xE](1+1/n)nye[

1+1/m)" ; e
Onaalorsf M7 f(x) dxzf fn(x) dx.
1 1

— On fixe x € [1, el. Il existe ng tel que, pour tout n = ng, (1+1/n)" > x. On a alors, pour n = ng, fr(x) = x””f(x) ,de limite f(x) lorsque x tend
vers 0. La suite (f;,) converge simplement vers f sur [1, e[.

— La fonction f est continue sur [1, e[.

— Pourla domination, ona|f,(x)| < (1+ %)If(x)l <2lf)Isixel,(1+1/m)™ et|fn(x) =0<2|f(x)|sixel(1+1/n)", e[. Ainsi, pour tout n € N
etxe[l,el,onalf;(x)| <2|f(x)|.Lafonction dominante est intégrable sur [1, e[ par hypotheése.

Le théoréme de convergence dominée peut s’appliquer et donne le résultat.
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Exercice 14.13

On ne le dira pas a chaque fois mais toutes les fonctions qui apparaissent (fonctions, limites simples, fonctions dominantes) sont continues sur R*.

1. On note f;(x) = f(x)e”"*. La suite de fonctions converge simplement sur R* vers une fonction nulle partout sauf en 0. Si on note M un
majorant de | f| sur R, on a, pour tout 7 = 1 et tout x = 0, | f;,(x)| < Me™* et x— Me™* est intégrable sur R;. On peut appliquer le théoréme
de convergence dominée et obtenir 11111 I, =0.

n—+oo

On effectue le changement de variable linéaire « u = nx ». Cela donne

nl, = f(:oof[z) e Y“du.

n

Onnote gn(u) = f (%) e~ %. On a convergence simple vers g: x — f(0)e”“ et domination par Me™%. On a donc

+o0o

lim nI,= fOe “du= f(0).
0

n—+oo
2. Ona
+
nIn—L:fO oo(f(%)—f(O)Je—udu

Pour u >0 fixé, ona f (¥) —f(O)n ~ f'(0)4. On s'attendrait a avoir
—+00
ooy
nIn—Ln;oofO f (O)Ze du

+00

On étudie n(nl, - L) =f hn(u)du ot hy(w) = n(f (%) - f(0)) e™. Pour tout u >0, on a m Ry () = uf'(0)e”*. Pour la domination, on
0 —+00

note M un majorant de | f'| sur R*. Avec I'inégalité des accroissements finis, on a, pour tout u = 0 et n € N*, |hy (1) < nM; %e’” = Mjue ™.

+00
Puisque u — ue™ " est intégrable sur RT, on en déduit le résultat voulu. Avec f ue %du=1,0ona
0

1, 1 1, 1
nl, — f(0) n—looﬁf (0) ou encore I, = Zf(0)+?f (0)+n_.0+oo(?).

Exercice 14.14

— Soit n € N*. La fonction f, :  — In(1 — ¢"*) est continue sur [0,1[. On a

Inl-t"=In(l-H+In(l+t+...+ ") t~11n(1 -0.

La fonction ¢ — In  est intégrable sur 10, 1], et, par symétrie, la fonction ¢ — In(1 — #) est intégrable sur [0, 1[. On en déduit I'existence de I;,.
— Pour tout £ € [0,1[,on a liIJrrl In(1 = ") = 0. La suite de fonctions ( fn) converge simplement vers la fonction nulle (continue sur [0, 1]). Enfin,
n—+o00
site[0,1,onal0<t?<t<let
Inl-nH<ln1-t"<o0.

Ainsi, pour tout n € N* et ¢ € [0,1[, on a | f(#)| < |In(1 — )| = | f1(1)|. La fonction f; étant intégrable sur (0,1, le théoréme de convergence
dominée s’applique et

nEer In=0.

— On effectue le changement de variable u = ¢" dans I'intégrale (r — ¢" est un ¢! -difféomorphisme de 10, 1[ sur lui-méme). Cela donne

1 lln(1-
In=—f uullndu.
nJo u

In(1—uw)
u

On applique le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions g, : u— u!'" On aune domination parlgn(w)l < ) ln(lT—u) u|,

fonction continue et intégable sur ]0, 1. On obtient

lIn(1 - lIn(1 -
lim uu“”du:f udu=C<0.
0 u

n—+oo Jg u
ﬁ.

Ainsi I, ~
n—+oo

Exercice 14.15

1. pour la premiéere inégalité, une étude de fonction suffit (ou alors une formule de Taylor), pour la seconde, idem ou par convexité.
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2. Soit [a, b] un segment de R*. On a [, b] < [0, b]. 1l suffit donc de prouver la convergence uniforme sur [0, b]. On a f5(x) = exp (nln(1 + %)) On
a pour commencer convergence simple vers la fonction exponentielle. On a

fn(x) —e* =exp(nln(1 + %)) -e*.

On commence par encadrer a x fixé, puis uniformément. On a

%2 X
n( ——2)<nln(1+—)sn—
2n n

S =

ce qui donne

[N

.
efe 2 < fr(x) < e’

et enfin
X 2 X
e'le 2n —1|< f(x)e” <0.

2
Cela donne, a x fixé, | fn(x) — *| < e*(1- e”2n), puis lorsque x € [0, b,
b2
| fn(x) —e¥| <eP(1-e"2n)
. . b 2 . +
Puisque nhT e’ (1-e 2n) =0, la convergence est uniforme sur le segment [0, b] donc sur tout segment de R™.
—+00

3. On se place sur [—b, b] ou b est fixé et pour n = ny ol ng est choisi tel que n% < % Ainsi, pour tout x € [-b,b] et n = ng, on a % € [—%, %] =J.

On doit alors trouver un bon encadrement de In(1 + u) sur J. Par une étude de fonction, ona u—u?2 <In(l+w) < u pour u € J. La fin se fait de
la méme fagon.

1
( tz)n
1+ —
n
t2

1+n.5 +--- oules --- sont positifs. On a ainsi 0 < g (#) <

2 2
4. Soit gu (1) = La suite de fonctions (g5) converge simplement sur R* vers g: t— e~!" et g est continue sur R*. De plus (1 + %)" =

1 > lorsque n = 1. Puisque ¢ — 1 +1[2 est intégrable sur R*, on peut appliquer le

théoréme de convergence dominée et obtenir le résultat.

Exercice 14.16

2
1. Le plus simple est de partir de la seconde intégrale et d’effectuer le changement « % = cos?

est € et bijective de [0, %] sur [0, /72]. On obtient le résultat souhaité.
2. On définit f;, sur R* par

X » soit « £ = \/ncosx». La fonction x — /ncosx

2\"
(1—7) site[0,y/7]
0 sit>\/n

fn(@) =

— Chaque fonction est continue sur R*.
2\ 2
— Sit=0, il existe ng tel que t < /ng, et pour n = ng, t < /ndou fr(t) = (1 - %) . Pour tout ¢ € RY, on a alors nliT fn() = e " (conver-
—+00

gence simple).

2 2
— Ona,pourneN*etteR",0< f,,(f) <e” ¥ :Cestvraisit > /7 et égalementsi £ € [0, /7] (avecIn(1+u) < u). De plus £ — e~ ! estintégrable
surRT.
on a donc par le théoréme de convergence dominée

\/ﬁ [2 n +0o +00 2
lim 1-—| dt= lim fn(t)dt—f e 1 dt.
n—+oo Jg n n—+oo Jg 0
/2 +00 5 T
3. Ona \/ﬁf sin2"+1 x)dx ~ n £ "aide des deux questions précédentes, on obtlentf e Vdr= \/—_
0 n—-+oo 2(2n+ 1) n—too 2 0 2
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