SOLUTIONS

CHAPITRE 9 - SERIES NUMERIQUES

Exercice 9.3

— Un simple encadrement suffit: on a
1 1
—a((n— l)ln2 2)<up< —a(nln2 n.
n

n2

2 n
Le terme de gauche est équivalent a 111 @ 21 , sibien que Y u;, diverge lorsque @ —1 < 1, c’est-a-dire a < 2. La série de Bertrand Z T converge
si et seulement si @ > 2 et ) u; converge si @ > 2. Finalement }_ u;, converge si et seulement si a > 2.
n
— un encadrement ne suffit plus (cela donne une partie des résultats seulement). On doit étre plus précis sur 'encadrement de Z 7 Une
=1
. o . 21 mdr .
comparaison série-intégrale (voir cours) donne Z — ~ — ~ 2v/n.0Onafinalement u;;, ~ —=177 €t Y uy converge si et
= Vi n—roodi Vi n—+oo n—+oo p&
seulement si a > %
Exercice 9.5
1. La fonction x — %lnx est de classe ¢! sur [1,+o00[ et f’(x) = _ln_2x + Lz = % La fonction est donc décoissante sur [3,+oo[. On en
X X

n n k
déduit que (1) dt - f(n) converge. On en déduit que (1) dt— f (k)| admet une limite finie lorsque n tend vers +oco. Puisque
k
n-1 k=4 -1

nlnt 1
f . —dt = 3 ln2 n- 3 In?3, on en déduit que la suite (c;) converge (on bouge un peu les constantes restantes). On aurait évidemment

également pu étudier la série Y (c;+1 — cn) et trouver un équivalent simple du terme général pour prouver la convergence.

2. On sépare les termes d’indices pairs et impairs de la somme alternée, puis on ajoute/soustrait les termes d’indices pairs :

2n Ink " In@2p-1 n 2
Sgn:Z(—l)kT = - p )+Z 2p)
k=1

p=1 2p-1) p=1 2p

2n

n
_ _§mp, omep)

p:l 14 p:l zp

2n lnp ln2+lnp
py m2inp

plp p=1
_ Zl +IZZ Z:lnp
p:lp pl plp
L n’n

n
1
3. On note 0 la limite de ¢y, ce qui permet d’obtenir Z — = +6 +0(1) et on utilise le développement usuel Z - Inn+vy+o(1). On
k=1 k=1
reporte dans Syj,. Cela donne

Sop = (ln2)(lnn+y)+(lln2n+6)—(lln2(2n)+6)+0(1)
= yn2+(n2)lnn+ - (ln n—(ln2+lnn))+0(l)

= yln2+(n2)nn+- [ In®2-2In2In ) +o(1)

In?2
= yan——z +0(1)

In?2 n®2
Onendéduitque lim Sy, =yIln2-——.Puisque S2;;+1 = S2p,— ln(ZLI)’ onendéduitque lim S»;4+1 =7yln2———. Finalement la série
n—+oo 2 2n+1 n—+oo 2
+oo Ink In?2
est convergente et Z (—l)k— =yIln2- T

k=2
Exercice 9.6

1. On commence par montrer par récurrence que tous les termes sont strictement positifs. On en déduit alors que uy,+1 — u, > 0. La suite est
donc strictement croissante. Soit elle converge vers ¢ finie et strictement positive puisque ¢ = u; > 0, soit vers +oo. Supposons que u; — ¢ > 0.
On a alors uy+1 —

La convergente. On a donc a > 1. Réciproquement sia>1,0na0< uy41 — up < ulln‘x

[ a Puisque la suite (u,,) converge, la série Y  u,11 — up converge. Par théoréme de comparaison, on doit avoir
}’14'+OO

. La série Z Un+1 — Un converge et (uy;) converge.

+00 1 +00 1

+00
2. Onafl—-uy,= (u —uy) = — . Ona— 1 , terme général positif d'une série convergente, donc ¢ — u ~ 1 —.
n kgn k+1~ Uk kgn Ky = oo O ka 8 p 8 Ny kgn @

+001 1

On a montré que Z LAinsi 6 —u,  ~ 1

) k% n—too (g 1)1 n—+oo f(@—1)n% 1’
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~  2up. On en déduit

3. Ona lim wuy=+oo.Deplus u +Up=2unp+
n—too p ntl T Hn T U n® n—+oo

2 2 2un _ 2
n+l oy too n® up, n%
Par sommation des équivalents,
n-1 2 2
- 22 - £ _Lf l-a
Tpotoo M "1y 0= n% n—+ool-qa
Exercice 9.8
1. On a, en fonction de la valeur de k,
% sik=3p
cos(2kn/3) 1 1 .
— =\ "23p+I sik=3p+1
_%3p1+2 sik=3p+2

d’otilerésultataveca=1,b=c= —%. On a ainsi

- _i11"41+"*11
T &3k 2|3kl oy 3k2
n 1 1 n-1 1 n-1 1 n 1 1 n 1
- Y| st WP
o3k 2\/Z3k+1 [Zy3k+2 2 3k) 2/ 3k
3 i 1 13
2(53k 2/op
1 i 1 13
Zk:lk szlp
71
2. On utilise le développement asymptotique ) = Inn+7y+0(1). Cela donne
k=1
1 In3
Tgn:E(lnn+y—ln(3n)—y+o(1)]:—7+0(1).

Puisque T35+1 = T35 — m et T3p42 = T3n+1 — m, les trois suites extraites convergent vers — 11173 Finalement la série est conver-

In3
gente, de somme —=5=.

Exercice 9.9

1. Aucune méthode de comparaison ne semble aboutir. On revient a la somme partielle et on essaie de faire apparaitre une somme téléscopique.
On remarque que

u _ an _ an+1—1
" A+a)(+ap)...(0+ay) Q+a)(+ay)...(+ay)
1 1

A+an(d+ap)...A+ap-1) (A+apd+az)...(l+ay)’

Onnote vy, = Pourn=2,onau,=vy—1—vy.Pourn=1,onau; = #lal =1-v7.0n peut poser vg = 1 afin d’avoir

1
I+a)0+ar)...A+ap)"
la relation valable également au rang 1. Finalement, on a
n 1

Up=vo—vp=1-vp=1- .
k; k=t n 6 (I+an(+ap)...(1+an)

Puisque la suite (ay,) est positive, on en déduit que la suite (v;;) est décroissante et positive. Elle est donc convergente. Cela donne la conver-
gence de Y uy.

L 1 1 1 1
2. On doit déterminer la limite de la suite v;;,. Ona —Inv, = Inl1+ —).0rln(1+ —=) ~ —=etlasérie ) In(1 + —) est divergente (vers
" n= X Ind+ 77 Vi k—vo0 Vi Ylnd+—7 8
+o00
+00). Ainsi, lim v, =-ooet lim v, =0.Finalement Z un =1 dans ce cas.
n—+oo n—+oo n=1

Exercice 9.10

1. On a immédiatement u, = 0 pour tout n € N. On en déduit 0 < uy = %e’”"-l < % Finalement lir_{_l up = 0. Puisque u, = %e’”"-l, on en
n—+0o0

déduit alors u,; ~ % La série Y u;, diverge.
n—+00
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2. On aimerait montrer que (1) est décroissante mais cela ne fonctionne pas. On effectue un développement asymptotique de . On a effecti-

vement, en utilisant le fait que u;,_ S l,
a Ll NP T N

1 1 up— 1
Up=—1-up-1+0(Up-1)) =— - +of— .
n n n n

Tout cela permet d’écrire

- 1
wn=(—1)nun=( ) + O (_2)
n n—+oo\ p
"

La série (
(=n"
7

converge (théoreme des séries alternées), le terme restant est le terme d'une série absolument convergente (si on note v, =

wy — ,onalvyl= 0O (Lz)) On en déduit finalement que Z(—l)nun converge.
—too\n

Exercice 9.11

1. Lintervalle 10, 1[ est stable par x — x — x2. On en déduit I'existence de la suite et le fait que uy €]0,1[ pour tout n € N. On a ensuite uy,4+] —

Up = —u% < 0. La suite est décroissante, minorée par 0 et converge vers une limite ¢ € [0, ug] qui vérifie £ = ¢ — 02, Ainsi (up) est strictement
décroissante vers 0.
2

. Puisque uj, = up — up41, la série Z ui est de méme nature que la suite (1) (série téléscopique Z Up — uUp+1). Elle est donc convergente. On

aln

=Inuy+1 —Inuy. La suite (Inuy) diverge vers —oo, donc la série téléscopique associée aussi. Enfin, In

Un+1 Un+l _|
=In(1-u ~ —u
u u ( n)n_’+00 n

puisque uy tend vers 0. Par équivalence (termes négatifs), on en déduit que Z up diverge.

. On effectue le développement asymptotique

uP —uﬁ:uﬁ((l—un)ﬁ—l) ~ ug(—ﬁun) —ﬁuﬁJrl

n+l n—+00
La situation pour avoir une limite finie non nulle est de prendre § = —1.
nolog 11

. Le théoréme de sommation des équivalents (terme 1 de signe constant et série Y 1 divergente) permet d’obtenir ) -—— =

k=0 Yn+l Un  Un

— ~ n.Parconséquent u, ~ % etud ~ La. La série Z u$ converge si et seulement si a > 1.
Uy n—+oo n—+0o n

Exercice 9.12

On note wy, = In(y/7 uy). On étudie la série de terme général wy+1 — wp :

1l n+1+1 (1+(_1)n+1
Wps1—Wp = —In——+In e
e 27 n Vil

1(1 1 (-p"Hl 1 ( 1 )

= |o-—|+—-——|+0|—

2{n 2pn? vn+1l 2(n+1) n3/2

n™ 11 1 1
= —="*5\% " w:1) %=z
Vn+l 2\n n+1l n
(_1)n+1 1 1
= + +0| 535
Vn+l 2nn+1) n

_ ﬂm(;)
vn+1 n3/2

4
On en déduit que Z(wnﬂ — wp) converge et que wy admet une limite finie ¢. Par conséquent, on a lirP Viuy, = el >0et up ~-€=. La série ¥ uy,
n—+oo

vt

est divergente.
Exercice 9.13

Evidemment, on ne prend pas le logarithme... on passe sous forme exponentielle. Puisque Re(1 + klz) >0,

et

] | 1 1
1+ # =4/1+ Fexp(z’arctang)

n 1/2
1 1 1
unz(n (1+F)) exp(i Y arctan?)

k=1 k=1

n 1 1
Soit vy, = 1_[ ( + —) Onalnv, = Z ln(l + —) et Inv, converge vers un réel strictement positif @. De méme Zarctank— converge puisque

4 2
k=1 k
+00

1
1
1
2

1
arctan k12 k_ Sion note 0 = Z arctan — 2 , la suite (1) converge vers exp( 5+ i0).

k=1

Exercice 9.14
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1. On effectue un changement de variable :

/3 T
an = f fu+nm)sin(u+nn)du = (—l)nf fu+nm)sin(u) du
0 0
b/
On a donc une série alternée. On note by, = f f(u+ nm)sin(u) du. D'une part 0 < by, < 7 f(nx) donc by, tend vers 0 et d’autre part
0

T
bp+1—bn :f (flu+(n+1)7) - f(u+um)sinudu<o0.
0

La série vérifie le théoréme des séries alternées donc est convergente.

2. Soitx>0etneNtel que nw < x < (n+1)x, soit ny = E(x/m).On a

X ny—1 X
f f@sin@der= ) ak+f f(n)sin()dt.
0 k=0 2%4
X
Or f f(®)sin(r) dt| < m f(nym), de limite nulle lorsque x tend vers +oo (car ny tend aussi vers +o0o). Puisque Zan converge, on en déduit
Ny 7T

X
I’existence de la limite de f f(®)sin(z) dt lorsque x tend vers +oo.
0

3. C’estle méme principe. On note cette fois

(n+1)m (n+1)m
unzf If(t)sin(t)ldtzf f@lsin(n)|dt.
n

T nn
(n+)m b4
Puisque f |sin(8)|dt = f |sin(#)|dt = 2, on obtient ’encadrement
nm 0

2f((n+ 1)) < ap <2f(nn).

+00
Comme précédemment, par encadrement, on justifie que f(®)|sint|dt converge (ce qui revient a I'intégrabilité recherchée) si et seule-
0

ment si Z ap converge. Lencadrement qu’on vient d’obtenir permet de montrer que Zan converge si et seulement si Z f(nm) converge.
Puisque f est continue, décroissante et positive, le théoréme de comparaison série-intégrale indique que c’est le cas si et seulement si I'inté-
+00
grale f(#) dt converge (en effectuant un changement de variable linéaire pour la multiplication par 7), c’est-a-dire si et seulement si f est
0
intégrable sur R*.

Exercice 9.15

X
— Soit f(#) = T2 PenZs pour t € R". La fonction est continue et positive sur Rt donc F : x — f f(#) dt est croissante et sa limite lorsque x tend
+1°sin“ ¢ 0
n-1 r(k+)m t
vers +oo et la méme que celle de la suite F(nn). Puisque F(nnr) = —s— dt, on peut s'intéresser a la convergence de la série
k=oYkm 1+¢°sin“t
(n+)m t
de terme général positif u;,, = f — dt.
nu 1+ £sin“ ¢t
— On encadre alors uy, :
(n+1)7m n (n+1)7m n+1
f T 6.2, dt< Un < f T 6.2, dt.
nm 1+(n+1)°sin“ ¢t nm 1+n°’sin“t
T 1 T 1
On a donc amené a calculer (par périodicité) f 3 dt. Un changement de variable du type « u = tan ¢ », donne f — dt =
. 0 1+n’sin“t¢ 0 1+n’sin“¢
. On a ainsi un encadrement de uj, et finalement u, ~ —22Z— = 7% (une majoration aurait suffit). On a donc convergence de

V1+n8 =t /1406 n

Y up et f estintégrable sur R*.

Exercice 9.16

1. On étudie plutot la suite de termes wy, = In(v;;) et méme la série Z(wnﬂ —wy).Ona

u 1 u
Un+l =aln(1+—)+lnn—+1.
n u

n+1
Wpe1—wWp=In[——| +In
n n

Up
On effectue alors un développement limité

a2

-0 - L o) | = 0=
n n? 2n? PN

1 1
Wntl— Wn =a(———2+0(—2)
n 2n n

Ainsi Z(wnﬂ — wy,) converge, la suite (wy) converge vers une limite finie ¢ et v;, = exp(wy,) converge vers C = exp(¢) > 0. On a par conséquent

Up ~ % et Z up converge si et seulement si a > 1.
n—+oon
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2. Puisque a et n ne sont pas entiers, u, existe et ne s’annule pas.A partir d'un certain rang ng, n+ a et n+ b sont positifs. On peut alors écrire

Uy = Upy.Vp OU vy, est positif - cela permet de se ramener a la question précédente. On a up41 = uUp

limité du quotient

l+aln _ b—a+ o (1)
1+bin n n—+oo\p2 )’

La série Z up converge si et seulementsi b—a > 1.

n+a
n+b’

On effectue un développement

3. Exactement comme la question précédente. On a convergence de Z up si et seulement si a > 1 (mais bon, c’est plus difficile si on n’'a pas la

premiere question posée).

Exercice 9.17

On note v, = Uy + %ugn. On essaie d’exprimer u;, en fonction de vy, : on ne peut pas le faire en
n’est pas une puissance de 2. On part dans I'autre sens :

1
Un = un+ Euzn
1
Vo = Up+ 51422"
Uy2y = Uy2, + §u23n
1
Vapp = Uzppt 5 Uortin

descendant (en divisant n par 2 plusieurs fois car n

En effectuant une bonne combinaison de ces équations, on fait disparaitre les termes intermédiaires :

1

2 2

1 pl p 1
Un——U21n+2—U22n+...+(—l) z—pl/zpn:un+(—l) Wuz;”]n.

2

Puisque la suite v, converge, elle est bornée et la série de terme général (

lorsque p tend vers +oco. Cela donne

On note ¢ la limite de la suite v. Ainsi wy = v, — ¢ tend vers 0. On peut alors écrire

p
> p) vop, converge. Puisque la suite u est bornée, on peut passer a la limite

1

+o0 (_1\P +00 (_1\P oo ()P
(-1 =D -1
Un=Y Wopy, + =Y ——wppt+t——-C
=0 2P =0 2P p=0 2P 1+1/2

Soit € > 0. Il existe un rang ng tel que, pour tout n = ng, |wy,| < € et alors

+00 (_l)p +00 1
5 Warn seZ—p:2£.
p:() 2 p:() 2

s = G Vi
Onen déduit que lim Z;b o5

2
wopy =0et nEIJIrlOO Up = gé.

Exercice 9.18

1. La suite (sj) est croissante, par conséquent

ik _ & Apek _ Snep=Sn _

Sn

k=1 Sn+k  i=1Sn+p  Snap S
. w4 .
2. Supposons que la série }_ S—: converge. On obtient, lorque p tend vers +oo,

+00 +00
Ak _ ag

k=1 Sn+k k=n+1 Sk

=1

n+p.

. a . .
car IIT Sp+p = +00. Orlereste de ). S_z doit tendre vers 0. Cela donne une contradiction.
p—+oo

3. On simplifie
1 1 _ Sn—Snfl _ an S an _
Sn-1 Sn SnSn-1 SnSn-1 - SnSn

1 1

puisque Sy = S;;,—1. La suite (S—ln) converge vers 0 donc la série de terme général 5, S, converge. On en déduit, par comparaison pour les
n— n

) N ops a
séries a termes positifs, que Y S—E’ converge.
n

année 2020/2021



SOLUTIONS

4. On peut étudier facilement certaines valeurs : puisque lirP Sp =400, 0ona Sy =1 a partir d'un certain rang ng. Si @ = 2, alors pour n = ny,
n—+oo

apn

a a . a a an .. P . .
S—g < S—g et) Sa converge. Si @ < 1, alors pour n = ny, S—g > S—” et) 5@ diverge. De fagon générale, on s'inspire d'une formule proche d'une
n
n n n n n

comparaison série-intégrale. On choisit @ > 1 (on peut le faire aussi lorsque a < 1 en modifiant les bornes de I'intégrale et le sens des inégalités).
Puisque la suite (Sy;) est strictement croissante vers +oo, on a

fsn dt >f5n At Sp—Sp_1 _an
S

n-1 ta Sn-1 g - S% - g
Sn dt 1 Sn 1 1 1 N
Or == |7 = 7T ~ =1 |- Tout cela donne la majoration
Sp1 1-a)t Sn-1 a-1 Sn—l S”

an 1 1 1
0= ( a-1_ a—l)'
S, a-1 SaTr Su

P ap s 21z . . . ‘2
On en déduit la convergence de Z 5@ (la série téléscopique majorante est convergente car la suite associée converge vers 0).
n

Exercice 9.19

1. On utilise une comparaison série intégrale. Soit & > 0. La fonction f, : x — f(xh) est décroissante et intégrable sur Ry (changement de variable
linéaire). On en déduit directement que }_ f},(n) converge avec fj,(n) = f(nh).

2. Onreprend les encadrements. On a, pour tout k € N,

k+1

( Yh
hf((k+Dh) < fkh fdt<hf(kh),

ce qui donne en sommant sur N (la fonction est intégrable et les séries convergent :

+o0o +00 +00
h) fnh) < fdt<h)_ f(nh
n=1 0 n=0

ou encore
+00

+00
fdt<h)_ f(nh)< fOde+nf(o).
n=0 0

+00

+o0o

+00
imh ) f(nh)= foadt.
0

Lorsque h tend vers 0, on obtient 1
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