SOLUTIONS

CHAPITRE 5 - INTEGRALES GENERALISEES

Exercice 5.2

IO

Dans le cas ou1 f est intégrable sur [1, +ool, la majoration T <|f(#)|sit =1 permet de conclure. Sinon on revient a la définition de la convergence.

X +00
Appelons F la primitive de f sur [1,+oo[ quis’annuleen1:Vx € [1,+oco[,ona F(x) = f f(®) dt.Laconvergence de f(#) dt signifie, par définition,
1 1

que F admet une limite finie en +oo. Pour tout x = 1, par intégration par parties sur [1, x] (les fonctions sont bien de classe € sur ce segment),

X X
[ R o
1 1

x% 1 o+l

De plus F est continue sur [1,+oo[ et admet une limite finie en +oo donc F est bornée sur [1, +oo[. Notons M un majorant de |F| sur [1,+oo[. Ainsi

. F F() M F(1) o F(1)
lim —2= =0, et pour tout ¢ € [1,+oo[, on a praay Ja T paa] ar]

X—+00 x
“f@ L o oo ,
gente et finalement, @ dt admet une limite finie lorsque x tend vers +oo, ce qui signifie bien que e dt converge. On obtient, de plus,
1 1

f+oomdt:[+oo F(t)
1 1

ta ta+1 :

<

Donc ¢ — dt est donc conver-

est intégrable sur [1,+oo[, 'intégrale f
1

Exercice 5.4
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Exercice 5.5

a) —4

b) n!
_T_

© 3v3

Exercice 5.6

Le changement de variable proposé ne convient pas sur [0, ], il faut changer l'intervalle d’intégration. La fonction f : x —
w2

+2 est définie et
1+ asin” x

continue sur R, elle est également paire et de période . Ainsi I = 2 f(x) dx. On peut exprimer sin x assez facilement 4 I'aide de tan? x puisque
0
L2 2 22 tan’x . L 1
sin“ x = cos” xtan” x soit sin“ x = Totan?x si x € [0,7/2[. La fonction ¢ : t — arctan ¢ est une bijection de classe ¢’* de [0, +oo[ sur [0,7/2[ et f est
+tan“ x

intégrable sur [0,77/2] donc sur [0,7/2[ ce qui permet d’effectuer le changement de variable dans 'intégrale

+00 1 1 +00 1
I = 2[ —Z—ZdtZZf —Zdt
0 t 1+¢ 0 1+ (a+ 1)t
l1+a

1+12

2 +oo 1

SR S
atiJo g2,
a+1
- , 1 ¢ o 1 . . too ] T .
En utilisant le fait que ¢ — 2 arctan = est une primitive sur R de ¢ — si a # 0 et que par conséquent, ——— dt=— sia >0, onobtient
a a P +a? 0o +a? a

2 nva+l &

Ta+l 2 Va+i1

Exercice 5.7

1. La fonction f: x — x% (—~Inx)? est continue sur 10, 1[. Le plus simple est le comportement au voisinage de 1, puisque f(x) ~ . 1.(1-x)P, et
X—

x— (1- x)b est intégrable sur [1/2,1] si et seulement si b > —1. L'étude en 0 est plus difficile, on peut se reporter a I'étude sur les intégrales de
Bertrand pour montrer que f est intégrable sur ]0,1/2] si et seulement si @ > —1 ousi a = —1 et b < —1. Donc f est intégrable sur ]0,1[ si et
seulementsi a > —1 et b> —1 (dans le cas a = —1 les deux conditions, b < —1 et b > —1, obtenues pour chacune des bornes sont simultanément
impossibles).
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2. Puique f est intégrable sur ]0, 1[ et que la fonction u— e~ % est une bijection de classe ¢! de 10, +oo[ sur ]0, 1],

+

0 o
I(a,b):f e_“”uh(—e_“du):f ube=(@rlu gy,
+00 0
qui est le premier résultat demandé. On effectue alors le changement ¢ = (a+1)u (t — t/(a+1) est bijective et de classe 41 de R} surlui-méme),

on obtient )
+00 t _ dt 1 +00 _
I(a,b):f ( ) et = f tPe Lar,
0 a+1 a+l (g+1bttJo

et ainsi I(a, b) = —L—1(0, b).
(a

+ 1)b+1
A A A
3. Soit n € N* et A >0, f t"e~tdr=[-1"e"!]y + nf t"“le~! dt, ce qui donne la relation (0, n) = nI(0, n— 1) par passage 2 la limite. Par
0 0
+00
récurrence, on montre alors que (0, n) = n!1(0,0) avec 1(0,0) = f e tdr=1 et,poura>-letneN, I(a,n) = (’lﬁ
0 a+

Exercice 5.9

La fonction f est continue sur ]0, 1[. On étudie I'intégrabilité sur ]0, 1/2] puis sur [1/2,1].
Ona f(x) ~ 0 IInx/f= o 0 (1/v/x) (car v/l In x|? tend vers 0 lorsque x tend vers 0, par croissances comparées si > 0, directement sinon), donc f est
X— X—

. lx 11 1
tégrabl 0,1/2]. De plus, ~ = ’
intégrable sur ]0,1/2]. De plus, If ()| ~ “—a 1-x* P

La fonction f est intégrable sur ]0,1[ si et seulementsia— < 1.
Exercice 5.10

donc f est donc intégrable sur [1/2,1] si et seulementsia — < 1.

2
— La fonction f est continue sur 10,1[. On a f(x) ~0 % = -1, ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur ]0,1/2]. Par
X—
ailleurs, f(x) ~ 1ln((l - 0)(1+x)=InQ-x)+In1+x) ~ 1ln(l —x). La fonction t — In ¢ est intégrable sur ]0,1/2], donc par symétrie, f est
X— X—

intégrable sur [1/2,1[. Donc f est intégrable sur ]0,1[.
— Soit 0 < a < b < 1. En intégrant par parties, on obtient

[—lln(l—xz)
X

b b
[
a Ja x1-x%
In(1-b)+In(l+b) In(l-a? fb 2
— + — dx.
b a a 1-x)1+x)

b
f fx)dx
a

: 2 __1 1
Par allleurs, m = lTx + m donc
b 2
f ———————dx=In(01+b)-In(1+a) — (n(1 - b) —In(1 — a)).
a 1-x)1Q+x)

On regroupe les termes qui ont une limite infinie :

b _
f fdx = (—M +In(1-b)
a b

( In(+b) In(l-a®
+|- +

5 +In(l1+a)-In(1+b)-In(l-a)

Orln(1-b) - (b-1) 121(1 —b) tend vers 0 par croissances comparées lorsque b tend vers 1. Finalement, en faisant tendre a vers 0 et

InQl-b) _
5 =
b vers 1, on obtient

1
f fx)dx=-In2+0+0-In2-0=-2In2.
0

Exercice 5.11

1. Soit f(x) = x" —1(1 - x)5~1, La fonction est continue sur 10, 1[ (dans certains cas, on peut fermer les extrémités mais cela donnent plusieurs cas
a étudier alors qu’on peut le faire de fagcon générale). On a f(x) o % et f estintégrable sur ]0,1/2] si et seulement si 1 —r < 1 soit r > 0. De
x—0 x

méme f(x) ~ 1(1 — x)s_1 et f est intégrable sur [1/2,1] si et seulement si s > 0.
X—

l)—flde—fl dx —fl dx Celadonnel—zflL
2 b Vxi-wn 0 Vyx-x2 Jo 1 e le 0 \/1-@x-12
2

22

2. Onnote I = I(%, = [arcsin(2x — 1)](1) =2arcsin(1) =

TT.

Exercice 5.12
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2
1. — Soit f:x— ln(l%) Cette fonction est continue sur ]0, +ool, de limite finie 1 en 0 (d’ot I'intégabilité sur 10, 1[) et est négligeable devant
X

1/x%/? en +o0. La fonction est donc intégrable sur R* .
— Soit0<e<a.Ona

a In(1 + x2 “ a  2x
f fodx = _nd+x) +f ——-dx
€ X € e x(1+x%)
In(l+&%) In(1+d®
= - + 2(arctan(a) — arctane¢)
€ a
. ) . _ [to°In(1 +x%)
Par équivalent (en 0) et croissances comparées en +oo, on peut passer aux limites et obtenir f — dx=n
X

% est un %! -difféomorphisme de R} sur lui-méme. On obtient, via ce changement de variable,

+00 In(] + x2 0 1 +00 1
f n(—+2x)dx:—f 1n(1+—2)dt=f In(l+—)dt=r.
0 X +00 r 0 t

2. Lapplication f est intégrable sur R} et ¢: t—

Exercice 5.13

On cherche simplement a majorer |g|. Pour tout x € I, |g(x)| < max(|f(x)[,|k(x)]) et plus simplement, pour se débarasser des valeurs absolues (elles
sont positives), |g(x)| <|f(x)| +|h(x)|. La fonction | f| + | k| est intégrable sur I, par comparaison g aussi.

Exercice 5.14

1. Lafonction f est décroissante donc admet une limite finie £ ou —oco en +oco. Dans le cas ol la limite est infinie, on peut majorer f par —1, d”ou
la non-intégrabilité. Dans le cas d'une limite finie  #0,0na f(x) ~ ¢, non intégrable sur R*. En conclusion ¢ est nécessairement nulle (ce
X o0

—+

n’est pas suffisant). On en déduit également que f est a valeurs positives.
X X x/2
2. On écrit f fde= f fde- f f(t)dt. Puisque f est intégrable sur R*, chacune des deux intégrales a la méme limite finie lorsque x
x/2 0 0
P
tend vers +oo. Par différence, lim f f®der=0.
X—+00 Jx/2
3. Par décroissante (et positivité de f),
P P
Osf f(x)dtsf fndze.
x/2 x/2
X
Orf fdt= ff(x). par encadrement, on obtient lim xf(x)=0.
x/2 2 X—+00

Exercice 5.15

1. Onal’inégalité classique | f f"'| < % (112 +1£"12). Par hypotheése, chacune des fonctions estt intégrable, donc f " aussi.
(a) On integre par parties pour faire apparaitre les termes démandées. Soit X > 0,

X ! ! / X X 1"
fo fofmdr=[fnf ] —fo ffl'wad:.

X
Puisque ff”' est intégrable, 'intégrale f ff"(t)dt admet une limite finie lorsque X tend vers +oo. Si f" nest pas intégable sur R, la
0
fonction étant positive, on a Xlim f 2 = +oo. Légalité précédente montre que [ f” tend vers +oo lorsque X tend vers +oo.
—+00
X 2 2
(b) On écrit simplement que 2 f ff = f°(X) - f=(0), ce qui donne le résultat.
0

(c) Si f2 tend vers +oo, elle ne peut pas étre intégable sur R*. On obtient une contradiction. Lhypotheése de non-intégrabilité de f’? est donc
impossible.

2. Onreprend la premiére intégration par parties. Elle donne alors

X X
f f’z(t)dtzf(X)f’(X)—f ff'wat.
0 0

On en déduit notamment I'existence d’une limite finie pour f f’(X) en +oo (les deux intégrales convergent). Si cette limite est non nulle, la
question 3 redonne une limite infinie pour f2 et de nouveau la non-intégabilité. Ainsi f f’ tend vers 0 en +oco. On obtient ainsi

+0o +0o
f fPwdt= —f ff'wat.
0 0
X
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur f ff"(t)dt, on passe ala limite X — +oo, ce qui donne une inégalité de Cauchy-Schwarz
0

+00 2 +00 +00
U ff'wadte sf fz(t)dt.f " adt.
0 0 0

On peut alors terminer avec ce résultat.
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Exercice 5.16

1. Lintégrale est convergente (voir cour). On intégre par parties :

+0gint —cost]t® [t cost
[, [y,
nm t t nn nm t
+00 cost oo 1 1 T gint
De plus f > dat sf —zdtz—.Finalement f —dt Sn%r
nn T nn t nm nrw t

_ cos(nn) f+°° cost
T 2

nmn nm t

2. On note F la primitive de f qui s’annule en 0. Les autres s'obtiennent en ajoutant une constante. Ainsi si F est paire et 27 périodique, ce sera

X
le cas de toutes les autres primitives. On a F(x) = f f(®)dt. Pourtout x e R, F(x+2m)— F(x) = f
0 X

X+27

21
f®de= f()dt et F est de période
0

2n
27 si et seulement si f f(®)dt=0.La parité est immédiate par changement de variable « £ = —u».
0

3. On note F I'une des primitives. Elle est alors bornée sur [0,27] et donc sur R par périodicité. On note M un majorant de F sur R. En intégrant

par parties, on a

jv+oomdt:

nmn t

il

nmw

et le méme raisonnement que dans la premiere question donne

nm
Exercice 5.17

[P0
t

+00 +00 F([)
[ 4

nn t

2M

ni -

1. On integre par parties pour augmenter I’exposant : voir cours

1—cos(2t)
2

2. On linéarise sin? ¢ = et on obtient alors

+00 gin? ¢ +oo 1 +00 cos (2t
f dt:f —dt—f @D 4t
T t b3 2t T 21’

Pour les mémes raisons que dans la premiére question, la seconde intégrale est convergente alors que la premiere est divergente. On en déduit

+00 gin? ¢

la divergence de f

T
3. On effectue un développement asymptotique de la fonction

sint _ sint 1 _ sint
Vi+sint Vi 1+sint Vit
Vi

v T sint
Lintégrale
b4 t

0 gint

On en déduit que —_—
b Vi+sint

S . s ez e vz
—— dt est convergente, le troisiéme terme (en O (%)) est intégrable sur [, +oo[ et I'intégrale f
t b4

sin? ¢ 1
—T+O 157 .

+00 gip?

dt est divergente.

dt. On a trouvé un exemple avec deux fonctions équivalentes en +oo avec des intégrales de nature différente.

4. Puisque a > 1, les intégrales qu’on va écrire sont toutes convergentes. On a, toujours en linéarisant,

+00 gin? ¢ +00 1 _cos(21)
2 —dt = -
X t X t

1

dat

(@a-1x*!

00 cos2t
ey,
t
X

On s’attend a ce que la seconde intégrale soit bien plus petite grace aux oscillations du cosinus qui compensent les termes. Une majoration

simple ne suffit pas et on doit intégrer par parties :

+00 cos2t sin(2x) a [t sin2t
dt=- = ——dt.
X 2x 2 Jx

ta

0 sin2¢
a T dt
X v

En majorant, on a

00 cos2t
Tout cela donnef 7 dr=_0 (

x t x—+oo\ X

ta+1

+00 a 1
sf dr=—.
X ta+1 x

1
—a), terme négligeable devant #. Finalement

1

+00 gin? ¢
a Ol T e
X t X—+oo 2(&—1)){:

On s’inspire de cela pour trouver ’autre équivalent.

Exercice 5.18

Onnote f(#) =In (1 + s;_r&t) La fonction est continue sur ]0, +oo[. On va fortement utiliser I'exercice précédent :
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Slgzlzt ,+oo[ si et seulementsia>1,
f+°° sin ¢
1 ?
1. Etudesur]0,1]:ona SILL ~ L —41-a,

t% 1—o t
— sia=1,lafonction f se prolonge par continuité en 0 (par la valeur In2) et f est intégrable sur ]0,1],

— sia<1,ona f(¢) tendvers 0 en 0 et f est intégrable sur ]0 1],

— sia>1,onaln(l+ SIt—%t) In(t1=" =(1-a)nt= 0(\/_) et f estintégrable sur ]0, 1].

2. Etude sur [1,+ool :
— Onalf(nl At IS;LII et les deux fonctions sont intégrables sur [1, +oo[ si et seulement si a > 1.
—+00

— Sion s’intéresse a la convergence de I'intégrale. On effectue un développement asymptotique :

_sint sin® ¢ sin® ¢
f0==a- @

——+o0
2124 t

+00 Si 51n2 ¢ » . +00 .

~ - <0, I'intégrale g(t) dt converge si et seule-
t—+o00 21’2“ 1

ment si g est 1ntegrab1e sur [1,+oo[ donc si et seulement si2a>1oua>1/2.

On note g(t) = f(1) — smt . Lintégrale

Exercice 5.19

1. On suppose que f est décroissante sur ]0, 1]. On encadre les termes par comparaison & une intégrale. Pour tout k € [1;n—1], ona

k+1

o 1 (k
f% f(l)dl'i;f(;),

f: fodes %Zgif(%)

ce qui donne, en sommant

De méme, en sommant, pourk(—:[[l;n]],%f % f f(®)dt, on obtient
1 & [k 1
—Z ( )sf fadr.
n 0

1 1 1 & [k 1
f% f(t)dt+;f(1)s;k;f(z)sfo fndz.

Puisque f est intégrable, lorsque n tend vers +oo, on a la limite par encadrement.

On obtient finalement I’encadrement

2. On note uy le logarithme de ce terme. Il vaut, en ecrlvant H -

:—Zln—

k=1
On se retrouve dans la situation précédente avec la fonction logarithme. Elle est bien décroissante et intégrable sur 0, 1]. On a alors nlir}} Up =
—+00

1
f Intdt=[tInt- t](l) = —1. La limite cherchée vaut %.
0

1
Tt
3. Pour les mémes raisons que dans la question précédente, on obtient comme limite exp ( f Insin > d t) qui vaut également, aprés changement
0

2 /2

de variable linéaire exp (ﬁ Insintd t) (on doit montrer que la fonction est bien décroissante et intégrable). Il reste la seconde méthode de

calcul... c’est une autre histoire puisqu'’il faut effectivement calculer le produit des sinus. Le moyen le plus simple est de considérer le polynome

X"-1 n-l ;
P= =14+ X X = [ (x - e?ikrin),
X-1 k=1
; n=l kn
del'évaluer en 1 et de faire apparaitre les sinus en factorisant 1— 2K/ 1 par ¢'%7/"_On trouve finalement I1 sin ( . ) =Tet, lil}_l Up ==
k=1 2 T

/2

2 /2 T
Cela donne ﬁf Insintdt=—-1In2 etf lnsintdt:—glnz.
0 0

Exercice 5.20
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1. Tout est basé sur un développement asymptotique de la fonction (f est continue sur [1, +oo) :

t t 1
e e i S ol L)

On note fi(?) = —€OSL o f> = f—f1. Lafonction f, est intégrable sur [1,+o0[, donc f l'est si et seulement si fj 'est. Ce n’est pas le cas (voir

PG
+00
cours ou autres exercices). En revanche l'intégrale de fi sur [1, +oo[ est convergente (par intégration par parties), donc 'intégrale fde
1
I'est également.
|cos t]

2. Ona f(1) z—:roofl(t) et |f(1) o o/
grables et équivalentes en +oo donc

. On va utiliser le théoréme de sommation des équivalents : les fonctions |f| et | f1| sont non inté-

x X |cost|
»ldet  ~ f dt.
f1 roldr, 1 2Vt

L . . |cos t|
Pour trouver un équivalent, on se contente d’obtenir celui de f

w2 2Vt

X
— méthode 1:onnote G(x) = f |cost|dt.si —% +Ir<x< % +nm,0ona G(—% +nm) < G(x) < G(% +nm). Par encadrement, il suffit d’avoir un
/2

dt.

n/2+nn 2
équivalent de G(x) lorsque x = % + nz. Un calcul simple donne f |costldt=2n~—xsix= % + nx. On en déduit par encadrement
/2 T

2 N L
que G(x) BleNs 22 On intégre par parties :

fx | cos ¢ di= G(x) lfx G(1)

w2 2Vt 2\/_ 4 Jri2 t3/2
Le premier terme est équivalent a \/_ . Pour la seconde 1ntegrale on a G —L _ Le théoreme de sommation des équivalents
4[3/2 t—'+00 27.[\/;
donne un équivalent en L . Finalement, f Iflde ~ — \/}
/2 X—+00 T

n/2+nn |cos ¢

— méthode 2 : on commence par un équivalent de f dt en sommant sur les différentes arches qui apparaissent. On découpe

m/2 2Vt
_fn/2+nn |cost| die —lfn/2+(k+1)n |cost]| o n fﬂ/Z |cos t| gt
/2 2Vt k=0Jm/2+kn 2Vt =17-7m122Vt+kn '

Par encadrement du dénominateur, on obtient

/2 |cos t| /2 1
——dt cos(f)dt = ——.
-nl22Vit+kn kﬂ+002v —-m/2 vkn
Enfin par sommation des équivalents sur les séries, et puisque
L ndt
Yy~ ~ [T
= Vi n—tooJ1 \/f n—+oo
on trouve finalement
2 2 |m
~ —vn ~ —=ynm ~ —\/-+nm.
" oo Vi~ n—toom n—+ocog \ 2

X 2
Pour x quelconque, on I'encadre en % +nr<x< % + (n+ 1)7, on utilise I’équivalent précédent et on trouve f [f®ldt S V.
1 X—+00 T

Exercice 5.21

2m
1. On adirectement I(0) = f Inldt=0
0
2. Soit f(t) = Insin ¢. Cette fonction est continue sur ]0,7[ et on a la symétrie (7 — £) = f (). Il suffit donc d’étudier I'intégrabilité sur ]0 .Ona

sint = t(1+o0(1)) etln(sint) =Int+1In(1 + o(1)) [~Oln t= [00 (%) La fonction est donc intégrable sur ]0, %] et donc sur 10, z[. On a de plus,
pour £ €]0,27x],

-1= e”/221s1n 3 et |e! — 1| = 2sin(¢/2) ainsi que Inle!’ — 1] =In2 +Insin(z/2).
Par changement de variable linéaire, la fonction ¢ — Insin ¢ est intégrable sur ]0,7[ donc la fonction ¢ — Insin(¢/2) est intégrable sur ]0,27[.
Cela donne I'existence de I(1).

3. On commence par étudier la continuité. La fonction ¢ — Ieit — al s’annule si et seulement si il existe #y € [0,27] tel que el = g donc si et
seulement si a est de module 1.
— silal =1.Soit 0 € [0,27[ tel que a = 9. La fonction fit— lnle” — a| est continue sur [0,0] et 10,27] (le premier pouvant éventuellement
étre vide). On a alors Inlel! — ef] = |!(1=0) _1)|¢i0| = |¢/(t=0) _ 1| On a prouvé que u — Inlei™ — 1] est intégrable sur 10,27 et elle est de
période 27. Par translation de 6, f est intégrable sur les deux intervalles cités. De plus

21 , 0 27 (10 2m+60 X
I(a):f Inje'! - e! Idt:f Inje!~ )—1|dt=f Inletf —1|dr,
0 0 0

et par 2n-périodocité, cette derniere intégrale sur une période est égale a celle sur ]0,27x[. Si |al = 1, alors on a le résultat demandé.
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4. (a)

(b)

()

d

=

silal # 1, alors ¢ — In|e’’ — | est continue sur [0,27] donc I(a) existe. Comme précédemment (mais c’est plus simple), on a, en notant
i0
a=lale',

271 . i0 21 (-0
I(a) :f Inle'’ - |ale |dt:f Inle'“=9 _|qy|at,
0 0
etle méme changement de variable donne I(a) = I(|al) dans toutes les situations.

n . n X
On factorise P = « H (X—aj).OnaalorsIn [P(e!h)| = In|al+ Z Inle'! - ajl et chacun des termes de la somme a une intégrale entr e0 et 27.

j=1 j=1
X n-1
On factorise, en posant wy. = g2iknin ., xn _ pn — H (X — bwy). En utilisant la question 3, on a I(bwy) = I(|bwi|) = I(b). Ainsi
k=0

n-1 n-1
MX"-b" =) I(bwy) =Y. I(b)=nI(b)=nMX-b).
k=0 k=0

2n ,
On commence par le cas b€]0,1[. Ona M(X - b) = %M(X" -bh = %f Inle'™ —b" dt. On a, pour n =1,
0

|eint| _p'< Iei”t—hnl < |eint| + |hn| <2,
notamment |ei"*f| — b = 1— " = 1 — b. Ainsi, par croissante du logarithme, on aIn(1 — b) < In|e!™ — p"| < In2, puis

2 1 2
D in(l-b) < ~MX"-b") < Zn@).
n n n

Par encadrement, la limite de %M(X” — b™) est nulle lorsque n tend vers +oo. On en déduit que M (X — b) =0si b €]0,1].
On passe au cas b > 1, en transformant I'expression :

27 . 27 1 . 2n 1 . .
M(X—b):f lnle”—bldt:f ln(lze’t—ll.b)dt=2nlnb+f ln(lz—e_”lle”)dt,
0 0 0

en utilisant la périodicité de £ — e~*!, puis un changement de variable « # = - », on a

fznln(l1 —e_itldt—f7I ln(l1 —e_itldt——[_nln(l1 —eiuldu—fznln(l1 —e”‘ldu
0 b "l h - b “Jo b

et cette derniére intégrale est nulle. On a donc M(X — b) =2xlnbsi b > 1.
Plusieurs possibilités pour ce calcul :

2n 2n b3
— onreprend I'écriture I(1) = f In|2sin(¢/2)|dt = 2yrln2+f In|sin(t/2)|dt =2m1n2 +2f Insin(t) dt. Il reste a calculer cette derniere
0 0 0

intégrale a part (différentes techniques... par exemple en trouvant différentes relations avec f Incos(#) dt).

0
— Puisqu’'onatrouvé que I(b) =0sib€]0,1[ et I(b) =2nInbsi b > 1, on peut se demander si la fonction est continue en 1 - ce qui donnerait
I(1) =0.On pose f(t,b) =In|e*’ —b| = %ln((cos t—b)? +sin? 1) pour (z, b) €]0,27[xR*. Soit A > 0. Pour tout b € [0, A], (-, b) est continue
sur 10,27 [, pour tout ¢ €]0,2x[, f(t,-) est continue sur [0, A] et

sinr < (cost— b)2 +sin?t < 1+ A)2 +sin? t,

ce qui donne
Insin?r<In [(cos t— b)2 +sin? t) <In ((1 + A)2 +sin? t) ,

et ainsi
[ft,b)] < %max(llnsin2 tl,‘ln((1+A)2+sin2 t)|)
< %(Ilnsin2 t|+‘ln((1+A)2+sin2 t)”

Les deux fonctions qui apparaissent sont intégrables sur ]0, 27[ donc I est continue sur [0, A] pour tout A> 0.

n n
(e) Onfactorise P=a [ (X—ay) et M(P)=2xIn|al+ ) I(ar)) =2nln|al+27 ) In|agl.

k=1 k=1 lagl>1
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