SOLUTIONS

CHAPITRE 3 - DL, EQUIVALENTS

Exercice 3.1

f(x) _In%x
g) — p-re

On détermine la limite de f/g en +o0. Pour x > 0,
— siy > B, alors g(x) :O%(f(x)),
— siy < B, alors f(x) :OOO(g(x)),
— sif=yeta>0,alors g(x) =0%(f(JC)),
— sif=yeta<0,alors f(x) =O%(g(JC)),
— siff=yeta=0,f=g.
Exercice 3.2

a) (1 —cosx)arcsinx x2i2.x
xtanzx x—0 x.x2

-1

=3

b) (lnx)l/x=exp(%lnln(x)).0naln(u)= 0 (u)doncIn(Inx)= o (Inx) = o (x).Finalement lim %lnln(x):Oet lim (lnx)l/le.
+00 +00 +00 X—+00 X—+00

¢) (sinx)* -1 =exp(xIlnsinx) — 1. Or sinxa x de limite nulle donc In sinxalnx et xIn(sinx) tend vers 0 llorsque x tend vers 0. En utilisant e% —

1 ~ 0 u, on en déduit que (sinx)* —1 ~0xlnsinx ~0xln x. De méme pour le dénominateur. La limite est 1.
u— X— X—
_ 1+h)In(1+h) h _1
d) Onpose x =1+ h. Celadonne U+AIMUTH _h _ 1
) Onp 2h+h®  h—02h 2
Exercice 3.3

-—_4a ____ 0
Onnote f(x) = sin) " nd-x"

aln(l - x) - bsinx

f@ = sin(x)In(1 - x)
xz x3 3 x3 3
a(—x— Caary +0(x)) = b(x— 3 +0(x7))

sin(x)In(1 - x)

—(a+b)x— gxz +0(x2)

sin(x)In(1 — x)

2
Sia+b#0,alors f(x) ~ —M:“;b.Sib:—aeta;éO,alorsf(x) ~ %:a/Z.Sinona:b:Oetf(x) ~ 0.
x—0 —X x—0 —x x—0

Exercice 3.4

a) —%xz— l%wx4+o(x

b) In2- %xz - %x‘l +0(x5).

c) e—§x+ %x2+o(x

4).

3)_
d) 1- 323 +0(:3).

e) 1—%x+1—12x2+0(x

2)_
f) —Inx+1--L+-L +01/%?)
2x 7 342 ’

Exercice 3.5

2
a) up~-25=1/3
" 3n2
n

b) un~§—n:1

c) \/7124'1—7’12+~2ietun~L2
Vn2+1+n " 2n

d) uy~2n

n

€) up~ 3&};

) up=vind+1/n)~V1iin= ﬁ

g) puisque sin % ~ % de limite nulle, on a uy, ~ln% =-Inn

1

1 1
h) up=nn (1 - nm_ﬁ) =en (1 - exp(—%)). En utilisant la relation e — 1~ u en 0, on obtient uy, ~

Inn Inn

nn+1) 5,2
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n
=n

S

1+5(

D=~

i) \/n2+n+1:n(1+%+i2
n

+#)—%#+0(#)),cequidonne \/n2+n+1:n+%+%+0(%).Onaalors

)

n 3 1 n n 37 1 n+l . [37
Up=cos|nr+—-+—+o|—|[|=(-1)"cos|=-+—+o0|—|[|=(-1) sin|—+o0
2 8n n 2 8n n 8n

—(_1\h+137

donc uy, ~(-1) BN
o s a 1 . 1
]) Slae]O,l],un~#:Wet51a>l, Lln'*?.

Exercice 3.8

La fonction est évicemment de classe %! sur I\{0}.
; 3
Suité - _sinx-x _ _x/6__x P . _ .
On commence par la continuité : f(x) = Xsinx o XXX 6 On en déduit que )lclir}]f(x) =0etque f est continue en 0.

— On peut étudier la dérivabilité en 0 (pas vraiment utile) : avec le calcul précédent, on a

fo-fO 1
x-0 x—0 6

ainsi f est dérivable en 0 et f’(0) = —%. Cela ne garantit pas la continuité de f’ en 0.

.2
— Onaf/(x) = -1 + LOSX — X7COSX—SIN"X (o, cherche la limite en 0. Le dénominateur est équivalent 2 x* en 0. On a
sin® x x“sin® x
x? x°
cosx—sin’x = x*(1- > +0(xM) - (x— o +0(x%))?

4 4

X 2x 1

= -+ roub=--xt+0oud
2 6 6

1
On a alors f’(x) ~0 —%. On en déduit que lin}) f’(x) = _E = f’ (0) et la continuité de f’. Finalement f est Flsurl
X— X—

remarque : on aurait pu se passer de I'étude de la dérivabilité en 0 en utilisant le théoréme de prolongement du caractére ¢! : si f est continue sur
[a, b], de classe &1 surla, b etsi f’ admet une limite finie ¢ en a alors f est dérivable sur [a, b] avec f’(a) =/ et f estde classe ¢ sur [a, b]. Attention :
ce n'est pas un théoréme de prolongement ¢ 1 de f puisqu’iln’y a pas a prolonger f - elle admet déja une valeur en a.

Exercice 3.9

2
Soit u = arccos(x) avec x proche de 1 (par valeurs inférieures). On a lim1 arccos(x) =0etcos(u) =x=1— ”7 +o(u?). Ainsi 2(1 - x) = u? +o(u?), ce qui
X—

donne 2(1 — x) ~1u2.Puisque u >0, celadonne u ~1\/2(1—x).
X— X—

Exercice 3.10

dt 1

(F est la primitive de t —
V1+12 V1+12

0 - elle est de classe ! sur R). On a F'(x) = —1 - Q+x3)"12=1- %xz + %x4 +0(x%) et F(0) = 0. On permet obtenir alors le DL de F en 0 :

V1+x2

X
On n'a pas de théoréme qui permet d’'intégrer entre 2 bornes un DL. On note F(x) = f qui s’annule en
0

3+ %xs +0(x5). On a alors

F(x)=x-— %x
fx) =F(x%) = F(x) = (x® +0(x%) — (x - éx3 +o(x®)) =—x+x%+ éx3 +o(x%)

Exercice 3.11

La fonction f est € sur ] — 1,+ool, sa dérivée est f': x — 1+ ﬁ qui est strictement positive. La fonction f réalise une bijection strictement
croissante de ] — 1, +oo[ sur ] — oo, +ool. La fonction admet une réciproque f_1 sur R qui est de classe € sur R (et f_1 (0) = 0 puisque f(0) =0) - cela
garantit 'existence d'un DL de f~! en 0 & tout ordre. On écrit f~1(y) = ay + by? + cy® + 0(3®). On a f~1(f(x)) = 0 pour tout x €] — 1,1[ (par exemple).

2 .3 2 .3
Or f(x)=x+x- XT + % +o(x3) =2x— XT + % +0(x3). Par composition (on a bien f(x) de limite nulle lorsque x tend vers 0), on peut substituer y

parle DL de f(x) en 0 (onaalors y> ~ 08x3 et ainsi le terme en o(y3) est un terme en o(x3). On développe, regroupe et on utilise I'unicité du DL pour
X

—

obtenir les équations (termes en x, x2 et x3 dans le DL de f -1 f):
2a=1,4b- 2 =0et8c-2b+ 2 =0.
2 3

On trouve f~1(y) = %y+ %yZ_leyS +oly

Exercice 3.12

3).

— L'équation équivaut a tan(x) — % =0. La fonction x — tan(x) — % est continue, strictement croissante sur I avec des limites infinies aux bornes

de Ij,. Par bijection, I'équation admet une unique solution sur I;,.
X,
— Onann-Z < Xpn < N+ L et par encadrement, 2 tend vers 1.Onadonc x, ~ n.
2 2 nmn n—+oo
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— On écrit x;, = nw + y, avec lirP ¥n = 0. On reporte dans I'équation, ce qui donne
n—+oo

1= (nn+ yp)tan(nm + yu) = (nm + yy) tan(y,) e nayn.

On en déduit ~ L
Iy oo N
— Deméme x;, = nm+ % +zpaveczy= O (yp),soitz= O (%). On reporte de nouveau et on effectue un développement asymptotique :
n—+0oo n—+oo
1 1 1 1 1
1 = (mn+—+zptan(— +zp)=Man+ —+z,)(— +z,+ + 0 (=)
nm nm nm nm 3p3pd n—+oo ;3
1+n + ! + ! + o ( ! )
372n2  pip? n—too p2
d’olt
4 ( 1 ) 4
nwzy = —) ~ -
3n?n?  n—too p2 n—too 3,252
On en déduit que z,;, ~ 4 et

n—+oo 3n37[3 !

Exercice 3.13

1. Soit Q(x) = x2 —2rx + 1. Son discrimant est A = 4(% - 1). Lorsque £ €]0, 1], Q reste strictement positif et -@fz =R.Sir=1, _@f[ = R\{1}. Lorsque
t>1, Q admet deux racines strictement positives x; = t— V12— 1< xp = t+ vV t2 — 1 (la somme est 2¢ > 0, le produit 1). Alors @f[ =R\[x71, x2].

2. Dans toutes les situations, il existe a > 0 tel que f; est définie et est de classe ¥"*° sur | — @, a[. La fonction admet alors un développement limité
2 tout ordre au voisinage de 0. On note u = x2 — 2xt = x(x — 2¢). Cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers 0. De plus u ~ Ox. Soit neN, on
X

—

a alors

n n
f0=0+w 2 =Y auf+ o @M =Y axfx-20F+ o (™.
=0 x—0 =0 x—0

En développant, le terme uF donne des termes en x™ pour m € [k;2k], avec des coefficients polynomiaux en ¢. En regroupant les termes de
méme degré, on obtient une expression comme demandée.
3. On cherche une expression permettant d’écrire I'unicité des coefficients d'un développement limité. On remarque que
r—x . r-x
A-2xt+x532  1-2xt+7¢

fix) = 5 fr (%),

ce qui donne la relation (1 - 2xt + x2) f{(x) = (t—x) f(x) (au voisinage de 0). Soit k = 1. On écrit un développement limité a un ordre suffisant
des deux cotés (afin d’a voir un ordre final d’au moins k + 1), et on regarde les termes en xF. Par unicité, on obtient

(k +1)Pjyq (1) = 26kPp (1) + (k= 1)P_1 () = tPy(t) — Ppe_y (1).

On récrit cela en
(k+1)Ppyq(8) = 2k + 1) tP (1) — kPj_1 ().

Cela donne une relation de récurrence entre les polynémes Py, ce qui permet de les calculer facilement (on montre notamment que Py est de
degré k).
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