- NOMBRES COMPLEXES

I. NOMBRES COMPLEXES

MODULES

Lessentiel (modules)

— 2z =|z|? (souvent utilisée pour le calcul)

al- }g—;} sizy #0.

IRe(z)| < |z| avec égalité si, et seulement si z est réel.

IIm(z)| < |z| avec égalité si, et seulement si z est imaginaire pur.

Inégalité triangulaire : |z + zp| < |z1| + | 22|

Seconde inégalité triangulaire :||z1| — |z2|| < |21 £ z2|.

Cas d'égalité |z) + z3| = |z1| + | z2| si, et seulement si, il existe A € R tel que z; = Azp ou zp = Az;.

généralisation: |z +...+ zp| = |z1| +...+ |z, si, et seulement si, il existe ze C et A1,..., 1, € RT tels que z; = A;z pour tout i.

l

121 = 121, 121221 = |21 22 et |

bbbl

ARGUMENTS

Lessentiel (Arguments)

— On note U 'ensemble des complexes de module 1. Cet ensemble est un sous-groupe multiplicatif de C. On note % = cosf + isin0 pour
OeR.
, L R®R,+) —-Ux) . — , . .
— Lapplication ig  estunmorphisme de groupes, surjectif et dont le noyau est I'ensemble des multiples entiers de 27. Cela
0 —e
signifie que : )
o silz|=1alorsil existe § € R, z = el?,
. e
« onael? = ¢ sj et seulementsi il existe k€ Z, 0’ -6 = 2k,
10+0") _ 4i0 o160 o 1 _ ,=i0 _ 4if

-7 =

e Onae

— On appelle argument d’'une nombre complexe non nul z, tout réel 6 tel que elf = é On note alors argz = 0 [27].

— Siz,z' sont non nuls
e arg(zz') = argz +argz'[27],
o arg(l/z) = —argz[2m].
— les arguments sont définis modulo 27. On fera par exemple attention de ne pas écrire argzz' = argz +argz'.

RACINES n-1IEMES

Proposition 1 (Racines d'un complexe)

soit a € C et n € N*. On appelle racine n-ieme de a tout complexe z tel que z” = a. Si une forme trigonométrique de a # 0 est a = peig, alors les
racines n-iémes de a sont les n nombres complexes 2 a 2 distincts

i9+2kn N
zp=Ype' n oukel0o;n-1].

Proposition 2 (Racines de l'unité)

On appelle racine n-ieéme de I'unité, tout complexe z tel que z" = 1. Il y en a exactement n. On appelle alors Uy, I'ensemble des racines n-iémes de
I'unité. Ona U, cUet

2ikn 2ikn
Up={e n ,keZ}={e n ,ke[0;n—1]}.

Lessentiel (Racines)

— Si on note w = €217/ alors U,, = {1, 0, w?

consécutifs.

— Lasomme des racines n-iémes de l'unité vaut 0.

— Si zp est une racine n-iéme d'un nombre complexe a non nul, alors on obtient toutes les racines n-iemes de a en multipliant zy par les n
racines n-iémes de l'unité.

,---,"""1}. On peut remplacer les exposants [0; n—1] par n'importe quelle suite de n entiers




(7

M COURS ET EXERCICES CHAPITRE 1. NOMBRES COMPLEXES

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Lessentiel

Soit A, B et M des points d’affixe respective a, b et z, alors

— |b-al=AB et)z:z = % (z différent de b),

— arga=(, 5’4) [27] (@ non nul),

— arg(é: ‘le = (EI\_;I, ZI\_;I) [27] (z différent de a et b).

Exercice 1 (Identité du parallélogramme)

Montrer que pour tout z et z' complexes, on a |z + 2|2 + |z — 2/ |? = 2(|z|% + |2'|2).

Exercice 2 (Inégalité triangulaire)

Soient z et z’ deux complexes. Montrer que |z + z| < |z| +|2'| avec égalité si et seulement s'il existe zg € C, A, A’ € R* tels que z = Az et 2’ = 1’ zg.

Exercice 3

Soit 8 € R. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants (lorsqu’ils existent), donner module et un argument : (1 + )" (avec
. i

nen), 1+e/f et 1€

1-¢'

Exercice 4

Résoudre (z2 +1)" — (z+ )2 = 0.

II. TRIGONOMETRIE

cos(a+b) = cosacosb-sinasinb
cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
sinfa+b) = sinacosb+sinbcosa
sinfa—b) = sinacosb-sinbcosa
cos2a = 2cos?a-1 sin2a = 2sinacosa
= 1-2sin%a
cos2aq = Lltcos2a sin2g = 1l=cos2a
2 2
sin@ = LZ
1+¢
2
cosf = 1—_t2 avect = tang
1+7¢
tanf = 21 >
1-7¢
_ _tana+tanb
tan(@+b) = 1—tanatanb

III. OPERATIONS A CONNAITRE

Méthode (transformations tres importantes a connaitre)

140 = pif/2 (e—i6/2 +ei6/2) =2cos(0/2)e072

1— ol = 4i0/2 (e—ie/z _ eiG/Z) = —2isin(@/2)ei?’2

i i jath ( ;ab  ;b-a a-b ;atb
el 4 et = ol % (e’ Z +e' 2 )=2cos 5 )
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Exemple (linéariser des produits simples)

on veut linéariser sin asin b. On voit que ce terme apparait dans cos(a + b). On écrit alors

cos(a+b) = cosacosb-sinasinb
cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
cos(a—b)—cos(a+b) = 2sinasinb

ce qui donne sinasinb = %(cos(a —b) —cos(a+ b)). remarque : on peut également utiliser les formules d’Euler.

Exemple (linéariser des puissances a l'aide des formules d’Euler)

i0 —i6 i0 —i0

eV +e
cosf = —— et sinf = -
2 21

exemple : cos3 6 =

. . 3 . . 7 . 7 i . . . .
(e’e +e_l9) _ (€)% 439270 1 310 (e710)2 4 (¢710)3 310 4 3,00 4 3,710 4 67310 (15301 3c0s0
2 - 8 - 8 - 4 '

Exemple (additionner des sinus ou cosinus)

On veut additionner cos p + cos g. On utilise

+q (. p=dq a- —q ;r+a
el +ell=e"7 [e’T +e’T) =2cos P 9,0i%
puis on prend la partie réelle, ce qui donne :
_ ptq pP—q
cosp+cosq—2cosTcosT.

On peut également utiliser cos(a + b) et cos(a—b) avec p=a+bet g=a—b, ce quirevienta a = p42- 9eth= %

Exemple (développer en puissances de sinus ou cosinus)
Exprimer sin36 en fonction de sin6. Puisque sin36 = Im(e39),

B0 (4i0)3

= cos®0-3cosO(1 - cos?0) +i(3sinfd cos® 0 — sin® )

= (cosf + isin@)3 = cos3 0 + 3isin6 cos? 0 — 3cosHsin® 0 — isin3 O

ainsi cos30 = 4cos® 6 —3cos0 et sin36 = 3sin — 4sin36.

Méthode (Transformer des combinaisons linéaires sous la forme acosx + bsin x)

on a acosx + bsinx = Re((cosx + isinx)(a—ib)). Avec R = |a—ibl = Va2 +b2eta—-ib= Re_i‘p, cela donne acosx + bsinx = Re (Rei(x_‘p)) =
Rcos(x—¢).
En pratique, on factorise par v a2 + b2 :

. a b .
acosx+bsinx =V a2+ b? (— COSX+ —smx).
Va? + b2 Va? + b?

Puisque

a 2 b 2
(\/a2+b2) +(\/a2+b2) b

. On termine alors grace a la formule cos(x — ¢).

= cosg

il existe ¢ € R tel que .
= sing
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Exemple (Déterminer des sommes de sinus ou cosinus :)

soit 8 € R. On note, pour n €N,

n n
Cn=) coskfetS,=) sinkf.
k=0 k=0
Ona
n

. nooook
Cn+iSp=Y M=% (ele) .
k=0 k=0

Si el # 1, alors on obtient

T el (10 piln+1)6/2 (—Zisin((n +1)0/2)
iSy= - = -
S ) 1012 —2isin(6/2)
ce qui donne, apres simplifications,
ng . (n+1)0 . nl . (n+1)6
cos — sin sin — sin
Cn= -2 2 etS, = 2 2
sin — sin —
2 2

Les valeurs ne sont pas a connaitre mais la méthode doit étre entierement maitrisée.

)

IV. EXERCICES

Exercice 5 (Inégalité triangulaire généralisée)

n

> %k

k=1

Soient z1, 2y, ..., 2, des nombres complexes. Montrer que

zy = Az pour tout k € [1; n].

n
< Y |2k| avec égalité si et seulement s'il existe zg € C, 11,12,
k=1

..o, An €RT tels que

Exercice 6

Déterminer les nombres complexes z tels que |z]| = |z + 1] = 1.

Exercice 7

Soit (a, b) € C2. Montrer que |al +|b| < |a+ bl +|a— b, et étudier les cas d’égalité.

Exercice 8

2
Soient a, b et ¢ trois complexes de module 1 avec a # c. Montrer que ab-o_ . R*.

(a-oc)?
Exercice 9
1. Onnote Uy = ) ( etV Y ( . Déterminer U, et V,, en fonction de n.
o<2k<n \2k o<2kri<n 2k +1
2. On note
n n n
Un= yWn = etWy= ) ( ),
o<3k<n \3k 0s3k+1sn(3k+l) 0<3kr2<n \3k+2
Déterminer Uy, Vj, et Wy, en fonction de n.
Exercice 10
A n-1
Soit 71 un entier, 1 = 2, et w = 21" _Calculer Z 1+ a)k)”.
k=0
Exercice 11

n X n
Pour x ¢ 277, on note Dy, (x) = Z ek et s n(x) = Dy (x). Simplifier les deux écritures et vérifier que S;, est positive.

k=—n k=0

Exercice 12 (Mines MP)

Soit a, b et ¢ de module 1 tels que a + b+ ¢ = 0. Montrer que a® + b + ¢ = 0.

année 2020/2021
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Exercice 13 PAY

Soient trois complexes non nuls a, b et c tels que a+ b+ c=0et % + lla + % = 0. Montrer que les trois complexes ont le méme module. Que peut-on

dire de plus?

Exercice 14 (Mines MP) Pk

n .
Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2. Calculer [] (1 - eZ’k”/"J.
k=1
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